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Organizacja wyktadu

5dnix6h=30h

propozycja zmiany:

—6h+3x7h+3h=30h
* 11.05 - 6h

* 18.05,25.05, 1.06 — 7h (8:15 — 15)
* 8.06-3h (8:15-11)

Wyktad + ¢wiczenia (baza, znajomosc
pakietow)

zaliczenie — projekt (aerodynamika lub
statecznosc)



Zawartos¢ wykladu (1/4)

Wstep

— pojecie metod numerycznych

— definicje bledow

Obliczanie wartosci funkcj1 — btedy
— algorytm Hornera

Aproksymacja vs. Interpolacja
— teoria

— praktyczne wykorzystanie
— pakiety



Zawartos¢ wykladu (2/4)

* Interpolacja wielomianami

* Metody przyblizone znajdowania zer
funkcji nieliniowe;
— zb1eznos¢
— Metoda Newtona



Zawartos¢ wykladu (3/4)

Metody calkowania
Rozwiazywanie rOwnan rozniczkowych
Wartosci 1 wektory wlasne macierzy

Uktady rownan liniowych

— dekompozycja macierzy



Zawartos¢ wykladu (4/4)

* zastosowanie w aerodynamice
— metody potencjalne (pakiet PANUKL)
— model Eulera
* zastosowanie w badaniach wtasnosci lotnych
— modele lintowe — statecznos¢
— modele nieliniowe — symulacja

— metody numeryczne vs. sifa obliczeniowa komputerow

* programy mig¢dzynarodowe - SImSAC
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Poj¢cia wstepne

* Metody numeryczne (metody obliczeniowe,
przyblizone, ,,Numerical Methods”)

— skonczone

* doktadne w sformutowaniu teoretycznym (schemat
Hornera, metoda eliminacji Gausa, itp..)

* przyblizone
— nieskonczone
* metody kolejnych przyblizen, metody iteracyjne



Poj¢cia wstepne — biedy

ledy danych
ledy reprezentacji liczb

tedy zaokraglen

T T E T

tedy metody
Przenoszenie si¢ bt¢dow zaokraglen

Stabilnos¢ algorytmow



Stabi1lnosc¢ - przykitad

Przyklady usuwania niestabilnosci prostych algorytmow,
z zadaniami

Przyk*ad 1.10. Dane: liczba dodatnia a oraz liczba
Na £ a. Rozpatrzmy dwa réwnowazne formalnie algorytmy obli-

czenia wartosci

Va ¥ ha - Va =

‘Va +Aa + Va
n-A - -
(Va a Va)

= 82(39 Na) = 320

il

'.Y.] = 31(3, Aa)

Asg

" VYa +2a +Va

Pordwnajmy wyniki obliczend wedzug obu algorytméw dla do-
ktadnych danych wejéciowych: a = 3, aAa = 0,01,

.0



Stab1lnos¢ - przykiad

Przyblizone wartosci
pierwiastkow ¥y = ‘/3_0'_\/5‘ Vo = (2.01
V307 V3 V30T NS
167 17 0.0 0.,00294%
1.73 1.73 0.00 0,002980
1.735 14732 0.003 0,002884
1.7349 1.7321 0.,0028 0.,002884
1.73493 1473205 0.,00288 0.,002884
1734935 1732051 0.002884 0.002884
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Obliczanie wartosci funkcyi

* Jezeli bezposrednie obliczenie wartosci funkcyi
jest niemozliwe lub zbyt pracochtonne, powstaje
zagadnienie aproksymacii, czyli najlepszego w
sensie natozonych wymagan przyblizenia funkcji

* Funkcje f(X) mozna rozwing¢ w zbiezny szereg
funkcyjny

f(x)= z au(x) dla xU<ab>
Tk

12



Schemat Hornera do obliczania wartosci wielomianu

Algorytm Hornera

Obliczenie wartosci wielomianu o danych wspdXczynnikach
Byy 849 eeey Bpy W danym punkcie x, Dbezposrednio wedzug
Wz oru
: - n n-1
W (x) = ax + a;x teee voap (2.2)
wymaga wykonania 2n-1 mnozed i n dodawain.
Wzér okreslajacy Wn(x) mozna przeksztatrcié do postaci
zwane] schematem Hornera obliczania wartosci wielomianu przez
kolejne przemnozenia

Wo(x) = (heollagx + a)x + 85)x + oos + a8, )X + a

n

Dziatania wykonuje sie w nastepujgcej kolejnosci

Wo = 85

W. = W.

N j.qX +a; dla i =1,2,...,n, (243)

W (x) = w_. : 13



(l_ POCZATEEK j)

i
N, X,
AEIACT) eee, A(N+1)

W= 4(1)

Schemat
Hornera do
obliczania
wartosci
wielomianu

W=WxX+ A(I)

N’X!W, W'Y'
A("M)yeeegd(N + 1)

14
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Aproksymacja wielomianem (1/12)

Aproksymacja wieclomianem jest jedna z najbardziej efektywnych
technik znajdowania minimum lub zerowania si¢ funkcji jedne;j
zmiennej.

UWAGA'!

Aproksymacja funkcji o duzej nieliniowosci moze powodowac
powstawanie duzych rozbieznosci pomiedzy rzeczywistym
przebiegiem, a funkcja aproksymujaca
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Aproksymacja wielomianem (2/12)

Generalne zasady:

- Oszacowanie potozenia punktu w ktorym badana funkcja osiaga
minimum;

- Aproksymacja funkcji wielomianem w tym punkcie;

- Poréwnanie rozwigzania Scislego 1 rozwigzania za pomoca
wielomianu aproksymujacego;

- Jezeli rO0znica pomig¢dzy rozwiazaniami jest w granicach
zaktadanego bt¢du to mozna powiedziec¢ ze aproksymacja
zostala dokonana poprawnie;
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Aproksymacja wielomianem (3/12)

Przyktad: Znalez¢ minimum funkcji opisanej wzorem

F=1-3X+¢e""
Znajdujemy pierwsza pochodna danej funkcji
F'=-3+2e* ;

Zakladamy aproksymacje funkcji za pomoca wielomianu drugiego
rzedu

F=a,+aX+aX* ;

Znajdujemy pierwsza pochodna wielomianu aproksymujacego

- dF
F’=~a—)—(-=a1+2a2X :

17



Aproksymacja wielomianem 4/12)

Zakladamy punkty na podstawie ktorych powstanie wielomian:
np. X=01X=0,5

Powstaje uktad rownan z ktorego wyznaczamy wspoiczynniki

wielomianu a, =170

Wartos¢ pochodnej w punkcie a 0 + 0 '5 a 1 + O .25 a 2

X=0 wyznaczona z rOwnania

2.2183
\ al = _1.0

Po rozwigzaniu uktadu rownan otrzymujemy:

a,=20 a,=-10 a,=2873

18



Aproksymacja wielomianem (7/12)

W rezultacie otrzymujemy wielomian aproksymujacy

F=20-10X+2873X% ;

Przy zatozeniu aproksymacji wielomianem trzeciego stopnia
otrzymujemy rOwnanie

F=20-10X+1923X%+1.900X3 ;

19



2.3

2.2

Aproksymacja wielomianem 8/12)

— — Dokladne rozwigzanie

Wielomian 2-go stopnia

ielomian 3-go stopnia

Aproksymacje funkcji F(X)
za pomocg wielomianow

Por6éwnanie dwoch
zastosowanych wielomianow
0 roznym stopniu

o1 0.2 0.3 0.4 0.5

|
e 20



Aproksymacja wielomianem 9/12)

Porownanie aproksymacji przy zastosowaniu réznego

stopnia wielomianu F=1-3X+¢*¥ F=a,+aX+aX
Method X F
[nitial points

2-Point quadratic
3-Point cubic
4-Point cubic
Precise solution

7
1 Wartosci funkcji
Wspoétrzedne punktu minimum aproksymujace;j

W minimum 21




Aproksymacja wielomianem (10/12)

Dane niezbedne do przeprowadzenia aproksymacji

Required information

Approximation F, F Fy K F

Zadajemy wartosci

w punktach 1,2,3.4

oraz pochodna w

— punkcie 1 (wszystko
w zaleznosci od typu

aproksymaciji)

1-Point linear
2-Point linear
2-Point quadratic
3-Point quadratic

3-Point cubic
4-Point cubic
/

F=a,+a, X+a, X’ +a, X

3
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Aproksymacja wielomianem (11/12)

UWAGI DO APROKSYMACJI WIELOMIANOWEJ:
» Interpolacja pomiedzy dwoma punktami jest lepszym
rozwiagzaniem niz ekstrapolacja;

» Korzystne jest rozpocza¢ aproksymacje stosujac wielomian
nizszego stopnia (mniejsza liczba niezb¢dnych danych), a
nast¢pnie zastosowac wielomian wyzszego rzedu uzyskujac
poprawe wyniku; (bazowanie na poprzednich rozwigzaniach)

» Uzycie pochodnych wyzszego rzedu nie gwarantuje
zwiekszenia dokladnosci obliczen;

23



Aproksymacja wielomianem (12/12)

WNIOSKI:

Aproksymacja wielomianem takiego stopnia
jaki jest mozliwy stosujac minimum
dost¢pnych danych. Nastepnie stopniowe
zwigkszanie stopnia wielomianu (bazujac na
wynikach uzyskanych za pomoca wielomianu
nizszego stopnia) w celu poprawy rozwigzania.

24



Wspolczynniki Wielomianu /7

Definicja wspotczynnikow wielomianu w zaleznosci od stopnia
wielomianu 1 liczby punktow uzytych do aproksymacji
Wzor ogolny wielomianu:
— 2 3
F(X)=agyta X+ta, X" ta X

Aproksymacja liniowa jedno-punktowa:

Dane: (Xl ,F ,Fi') a, =0
a, = 0
a = Fl

ay= K- F X,

25



Wspolczynniki Wielomianu 2/7)

Aproksymacja liniowa dwu-punktowa:

Dane: (Xl ,Fi) ,(Xz an)

a, =0
a, =
F_
a - 2 ]
Xz'Xl

26



Wspolczynniki Wielomianu 3/7)

Aproksymacja dwu-punktowa rOwnaniem kwadratowym :

Dane: | X' | [ ,Fi') ,(Xz 9F2)

a, =0

q. - (Fz' Fl)/(Xz' Xl)' Fl
2 Xy = X,

a = K - 2a,X,

- o _ 2
ag = F - aX|- a,X]

27



Wspolczynniki Wielomianu @4/7)

Aproksymacja trzy-punktowa rOwnaniem kwadratowym :

Dane: (Xl »Fl) ,(Xz an) ,(X3 ,F3)

a, =0
q. - (F3_Fi)/(X3_X1)_(Fz_Fi)/(Xz_Xl)
: X3~ X,
F-F
a - Xj_Xl'az(XlJ“Xz)

- . 2
ag = I - a X, - a, X,

28



Wspolczynniki Wielomianu 5/7)

Aproksymacja trzy-punktowa rownaniem 3-go stopnia :

Dane: (Xl DFIDFI') 9(X2 DFZ) 9(X3 9F3)

0 - Fy- F ] F,- K , F,

(Xs - Xz)(Xs - X1)2 (X3 - Xz)(X3 - X1)2 (Xz - Xl)(X3 - X1)
Cl:(Fz_Fi)/(X3_X1)_Fi"a(2X+X)
2 X, - X, 3 1 2

a, = F - 2a,X, - 3a, X7
ay= F - aX, - aX{ - a;X;

29



Wspolczynniki Wielomianu (6/7)

Aproksymacja cztero-punktowa rOwnaniem 3-go stopnia :

Dane: (Xl ,Fi) a(Xz an) ,(X3 ,F3), (X4 9F4)

For convenience, define the following terms:
O = X33(X2 o X1) o X23(X3 - Xl) + X13(X3 o Xz) (2—13a)

szXf(Xz_X1)“‘X§(X4_X1)+X13(X4_ Xz) (2‘13b)

Q; = (X; — Xz)(Xz - Xl)(X3 - X1) (2-13c)
Q4= (X4 - Xz)(Xz - X1)(X4 - X1) (2‘13d)
Q5=F3(X2_X1)_"F2(X3*X1)+F1(X3_Xz) (2'139)

Q6=F4(X2_X1)_F2(X4_X1)+F1(X4_Xz) (2'13f)

30



Wspolczynniki Wielomianu 7/7)

Aproksymacja cztero-punktowa roOwnaniem 3-go stopnia

d):
R P TR A AR AR A

In terms of O, — Q, the coefficiénts now become

e Q3Q6 B Q4Q5
’ Q2Q3 o Q1Q4
a, = Qs _QfsQl
_ 3 _ yv3
a, = 2 b ke a,(X, + X,)

X, - X, X, —x,

e — _ 2 _ 3

(2-144a)
(2-14b)

(2-14¢)

(2-14d)

31



Z.era wielomianu 1/s)

Wyznaczenie punktu X w ktorym funkcja F(X)=0

FX)=ay+a, X+a, X +a, X =0

Rownanie reprezentuje wielomian trzeciego stopnia

32



Z.era wielomianu (2/8)

Aproksymacja liniowa :

a, =0

a, = 0

F(X)=a,+ a, X

X*: _ao

Rozwigzaniem jest jeden
a pierwiastek

33



Z.era wielomianu (3/s)

Aproksymacja rownaniem kwadratowym :

F(X)=ay+a,X+a, X" a;=0

_ 2
b= a, - 4aya,

b >0 - dwa pierwiastki rzeczywiste

s - + /b  b=0 - jeden pierwiastek podwojny

X, =

2 Rozwiazania oczekiwane
a;

b <0 - rozwiazanie w postaci liczb

¥ kT - \/E zespolonych
y =

Rozwiazanie pomijane u

2a,



Z.era wielomianu 4/8)

Aproksymacja rownaniem 3-go stopnia :
' _ 2 3
F(X)z=aytag Xta, X" ta; X

Aproksymacja dajaca wielokrotne pierwiastki

35



Z.era wielomianu (s/8)

Aproksymacja rownaniem 1-go stopnia :

Metoda Newton’a wyznaczania zera wielomianow wyzszych stopni

Metoda pierwszego rzedu wykorzystujaca funkcje oraz jej pochodna

F=F+F(X-X,

Gdzie:
X, — warto$¢ poczatkowa; Fy=ayta Xyt a, X;+ a; X
F, — wartos¢ funkcji w punkcie X, Fo =apt 2a, Xyt 3a, Xg

F,” — wartos¢ pochodna w punkcie X,
36



Metoda Newtona — Raphsona (6/8)

Jest to polaczenie metody iteracyjnej z lokalna aproksymacja
Za pomocy styczne] df

a- g(x)

/ Y= g(xy)xt C(x))

dla x = x, mamy

g(x)xyt C(x,) = f(x,)

C(xy) = f(x)- g(x)x,

dla x = x, mamy

g(xy)x t C(x,)= 0

Xy - C(x,) -y - S (x)
g(x,) ’ g(x,)

Jezeli x,, jest dobrym przyblizeniem poczatkowym,
to proces Newtona-Raphsona jest bardzo i f(x)

szybko zbiezny T ey




Z.era wielomianu (7/8)

Aproksymacja rownaniem 1-go stopnia :

Fy+ Fy[X - X,)=0

Gdzie:

X, —pilerwsza iteracja
rozwiazania;

X, — N-ta iteracja
rozwiazania;

38



(St |

Iﬁven: mdp i=ln, € Xy, KmuJ

. Zera wielomianu (8/8)

Yes

- Exit; no cunvcrgenﬂ

Algorytm wyznaczania pierwszego
»Zera” wielomianu n-tego rz¢du

. przy uzycie metody Newton’a
F'{—gl +Z jg‘.xf—l
=2 n — stopien wielomianu
| -
_dX—FIF K.,,...= maksymalna liczba iteracji
¥
XeX+dX |
No :d.-l’ : Yes Mo
AN gl

39



Zadanie iteracyjne (1/2)

Rozwazmy metodg iteracyjng na przykladzie
prostego rOwnania nicliniowego x = F(x), ktore
mozna graficznie zinterpretowac jako

¢
<
7 F(x)
N

40



Zadanie iteracyjne (2/2)

Zaktadamy x, 1 budujemy ciag:

xl - F(’xO) 9 x2 - F(’xl) 9 xn+1 = F(xn)
Ciag jest zbieznydo 0 gdy o = 1im F(x,)= F(0 )

Zauwazmy, ze kazde rOwnanie nieliniowe mozna doprowadzi¢
do postaci X=F(X). Niech np. bedzie rownanie G(X)=0.
Mozemy wtedy podstawi¢ X = G(X) + x = F(X)

41



Algorytmy zbiezne (1/2)

0<0'(¢)<

A X D(x)

Fo) 1,

, . Ll .
>
o X Xiy1 X2 & X

Rys. 5. Zbiezno$¢ monotoniczna

42



Algorytmy zbiezne (2/2)
1< ()< 0

X
- . SO ve-oeyyesresczesres ARSI

| ~ I
| < |
i e l
l T ~ :
| by |
| I N
' ] 44— W
| '
1 | I
| [ |
| || | PD(x)
! | |

! !

| |

| |

O 1 I ) +

X Xiy2 & Xi 41 X

Rys. 6. Zbieznos¢ oscylujaca

43



Algorytmy rozbiezne (1/2)

44



Algorytmy rozbiezne (2/2)

0'(¢)<-1

45



Kryterium zbieznosci
NieCh xn+1 - xn - F(xn) - F(’xn—l): F'(én)('xn - xn-l)

| F( H‘JE" o Z twierdzenia
' 1T _ _ . 0 wartosci Sredniej
- ' | }FC’{!)' F (}{h n-;/l
- | |
Eﬁlﬂ“; _)___ %;f _F !. v
N |
| | :
_____ S B SN . Bo kolejny przyrost x -x_,
"o musi by¢ mniejszy od
A4 “n. -
/mpizedwgo
. xn+ - xn - I
Mamy wiec: —= F'(¢,)< 1
xn - xn-l

. .o, , . . ! . .
Tak wiec zbieznosé jest zapewniona, gdy F ((,) < 1 w kazdym punkcie
przedzialu otoczenia A, ktore zawiera X, ,X;,X, ,X3,..., X, 46



Przyklad-obliczenie pierwiastka kwadratowego (1/4)
2 -

Algorytm nr 1 - rozbiezny Ao c
x=x’tx-¢ - Fx):=x"t+x-c
Niech c=2;x,=1.5
x, = F(1.5)=2.25+15-2=1.75
x,= F(1.75)=1.75" + 1.75- 2= 2.8125
x, = F(2.8125)= 8.7226563

Proces jest rozbiezny, gdyz:
dF

—=2x+1>1 gdy x> 0
dx

47



Przyklad-obliczenie pierwiastka kwadratowego (2/4)

2 -
.. X =C
Algorytm nr 2 - niezbiezny
_C
=&
X
Niech c=2;x,=1.5
X, = 2 - 133333
X
.2
X, = =
1.33333
%= 22133333 Tak wigc nie w kazdym punkcie
. * otoczenia o pochodna dF/dx jest

y =~ L1250 mnigjsza od 1
X 1x=133333:¢22
48



Przyklad-obliczenie pierwiastka kwadratowego (3/4)

2 -
. X =C
Algorytm nr 3 - zbiezny
2
+
x’=co 2x*=x"tc - x=x C=lx+£
2x 2 2x
F(x —Hx+ EH
)3 sqrt 2 =1.4142136
Niech c—2 x0:1.5
IHI 5+ —H 1.4166667
20 1.50
X, = lH1.4166667+ 2 H= 1.4142157
20 1.4166667 [

C
dx ZH x_zg 49



Przyklad-obliczenie pierwiastka kwadratowego (4/4)

2 -
X =C dF
Algorytm nr 3 — zbiezny - cd ‘F,f
X 1 Sqrt(2) 1.5 2 ]
dF/dx | -1/2 0 0.0555 | 0.25 —
1 _f_/_?ﬁ

/

Powyzszy algorytm jest podstawa
obliczania pierwiastkow
kwadratowych

we wszystkich komputerach

Jr x

Czyli jest to przypadek nr I 50
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