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Informacje

* Strony internetowe:

— wyktad:
http://ithims.me1l.pw.edu.pl/zsis/pomoce/MN/mnum.htm

— oprogramowanie:
* metoda panelowa:
— http://ithhms.meil.pw.edu.pl/zsis/pomoce/PANUKL/panukl.htm
* analiza statecznosci:

— http://itlhims.meil.pw.edu.pl/zsis/pomoce/SDSA/sdsa.htm
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Catkowanie numeryczne funkcji

Numeryczne catkowanie funkcji f(x) polega na obliczeniu
przyblizonej wartoéci zbieznej catrki oznaczone]

b
I(f) = -ff(x) dx. (4.1)
a

Stosuje si¢ je w przypadkach, gdy f(x) Jjest dana w po-
staci dyskretnej, gdy funkcja podcatkowa ma skomplikowang po=-
staé analityczna i trudno jest wykonaé przeksztatcenia (np,
wedtug reguty podstawienia lub catkowenia przez czedci) oraz
gdy funkcja pierwotna nie jest funkcjg elementarns.

Catke funkcji f(x) w skoidczonym przedziale <a,b> za-
stepujemy kombinacjg liniowsg wartosci funkcji pecdcatkowe] w
weztech x;5 1 =0,1,e..,n, nalezgcych do przedziatu cazko-
wania

5() = 2, 4; £(x,), | (4.2)

gdzie A; - wspdktczynniki liczhowe.
Wtedy
I(f) = S(f) + R,
gdzie R, - bkad przyblizenie cetki (4.1) sumg (4.2).



Catkowanie numeryczne funkcji

Wzory postaci (4.2) nazywamy kwadraturami. Kwadrature (4.2)
ma 2n+2 parametrdéw (n+1 wezidw i n+1 wspéczynnikéw), ktére
mogg przyjmowaé dowolne wartosci.

Jako kryterium dok*adno$ci przyjmujemy zgodnodé kwadratu-
ry 2z wartodcig catki dla wielomianéw, Méwimy, ze kwadratura
S(f).jsst rzedu p, Jjezeli jest catkowicie doktadna dla wie-
lomianéw W(x) stopnia nizszego niz p, to znaczy, ze I(W) =
= S(W). Natomiast dle wielomianéw stopnia réwnego p 1 wigk-
szego oraz dla funkcji rdzniczkowalnth dostatecznie wiele ra-
2y, btgd przyblizenia catki kwadrature szacuje sig¢ zgodnie 2
nieréwnodcisg

M
|z(£) - s(£)| <5} (0-a)P*ec, (4.3)

gdzie: p - rzgd dokt*adnodci, M_ = max If(p)(x)l, ¢ - stata.
P xe<a,b> :

Poniewaz w kwadraturze (4.2) dysponujemy 2n+2 parametra-
mi, maksymalny rzgd dok*adnodci jaki mozemy osiggnaé jest
I‘(SWIW 2n+2.



Catkowanie numeryczne funkcji

Istnieja klasy kwadratur (kwadratury Gaussa), w ktérych
wezty x; 1 weptczynniki A; wybiera sig tak, ze ten mak-
symalny rzad dok*adnodci jest osiggany.

Czgsto jednak wygodniej jest w praktyce, aby kwadratura
speiniata pewne warunki kosztem zmniejszohego rzedu doktad-
nosci,

Na przyktad, warunek réwnych wspdtczynnikéw wynika z fak=-
tu, 2e kwadratury z takimi wspéXczynnikami sg bardziej odpor-
ne ha kumulacjg bteddéw zaokraglei.

Natomiast warunek réwnoodlegtodci wezidéw wynika z czgste]
potrzeby catkowania funkcji dyskretnych danych w postaci tab-

licy wartodci zmierzonych w (teoretycznie) réwnoodlegiych
punktach,



Kwadratury Newtona-Cotesa

Kwadratury te sg najczesciej stosowane w praktyce, z po-
wodu prostoty wspétczynnikéw A; 1 rdwncodlegiych wezidw X
Ustelamy weziy Xy = a+ih, i = 0,1,e4.yn, gizie h =
= (b-a)/n.

Wszystkie n+1 wspdiczynnikdw A; mozemy dobraé tak, aby
kwadratura (4.2) byta dokXadna dla wielomiandw co najmniej
stopnia n.

Wspdtczynniki wyznaczamy zastepujac funkcje¢ podcatrkowz
wielomianem interpolacyjnym postaci Lagrange'a stopnia n
dla weztéw réwnoodlegiych (3.8).

n (1)1 g . (m)

b b
'n+1
aff(x)dx =0f IR,(x) dx = ){) ?:6 TT{aci) 1 (m1] 1 9%

gdzie: q  .(m) = m(m=1)ees(m=n), m = (a=x_)/h, 35 = £(x;).

n+1 1

W otrzymanych wspdXczynnikach Cotesa

n(-1)2% g (m)
Ay =xf ii(n-i)!r(l;lli) dx,
0

korzystajgc z faktu, ze x = x, + meh, dm = dx/h wykonamy za-

miane zmienneq catkowania., Otrzymamy



Kwadratury Newtona-Cotesa

(-2t | Qi]( n)
A; = b Ty n_l“! dm  i=0,1,e¢0,0 (4.4)

Ze wzoru (4.4) mozna obliczyé wspStczynniki A; dla do-
wolnego ne. Z przyczyn, ktére wyjasnimy ponizej, w praktyce
najczedciej stosujemy kwadratury tego typu dla n = 1,2,3.

Dla n = 1 otrzymujemy wspdtczynniki A, = % h, A1 = % h.

X
1
J‘f(x) dx = % h(yo+y1) + Ry (4.5)
X
0

Wzér (4.5) nazywamy|wzorem lub kwadraturg trapezdw.
Bxgd tego wzoru mozna oszacowaé nastepujaco

|R l T% h3M2, gdzie M, = max If (x)|

2 X€<KO,X1>



Wzor trapezow vs. wzor prostokgtow
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Kwadratury Newtona-Cotesa

Dlan=2, A,=2h, &4 = $h, 4, =

0 h

Wj—

X
2
.ffo) dx = % h(y, + 434 + J5) + Roe (4.6)
X
0
Bxagd tego wzoru speinia niemdwnosé

|Rp| <55 b7 Uy,

gdzie M, = max le€4) (%)
XE<SX 4 X2

Wz6r (4.6) nazZywamy wzorem - parabol lub|{wzorem Simpsona,

Z oszacowania R2 wynika, ze wzdr Simpsona jest dokXadny
nie tylko dla wielomiandw stopnia drugiego, lecz takze dla
wielomiandw stopnia trzeciego, jest wigc rzedu 4.

11



Kwadratury Newtona-Cotesa

Dla n = 3

Ay=gh, &, =3h, &, = 2h, A3=gh;
%3
If('x) dx = % h (3, + 394 + 37, + 33) + Rye (4.7)

X
Bxad wzoru

A Y
|R3|g 56 b M4 dla .x€<x0,x3>.

Wzér (4.7) nazywamy |wzorem Newtona.

12



Kwadratury Newtona-Cotesa

Poréwnujgc (4.6) oraz (4.7), mozna stwierdzié, ze kwadra-
tury oparfte na nieparzyste] liqzbie weztéw majg rzgd doktad-
nosci wyzszy o jeden niz liczba usytych wezkSw.

Dla uxatwienia zapamigtania podanych.tu kwadratur, zauwaz-
my, %ze wspdtczynniki Cotesa sg symeiryczne, czyli Ay = A 5y
1 =0,1,eeeyn oOraz ze

n
2 Ai' = b""a.
=0

Doktadnosé¢ wzordw kwadratur z ustalong liczbg wezidw zale-
zy w sposéb istotny od ich rezmieszczenia,

13



Kwadratury Newtona-Cotesa - przykiad

Przyk*ad 4.1. Jezeli dla obliczenia wartodci cazki

b
I= ! f(x) dx funkcji jak na rysunku 4.1 uzyjemy wzoru New~
a

tona-Cotesa opartego na pigciu réwnoodlegtych wezXach a =
= Xgy Xqy Xpy Xgy Xy = b, otrzymamy wartcsé¢ I<0, podczas
gdy wyrainie widaé, ze I> 0,

e —— — — — —— — —— — ——— —— —— - — ——

Rys.4.1

Z tego wzgledu odlegodci pomigdzy wezlami powinny byé
zdecydowanie mniejsze niz odlegtosci pomigdzy zerami funkcji
f(x) i jej pochodnej f'(x).



Catkowanie cd.

* metoda Romberga

* kwadratury Gaussa

— catkowanie funkcji osobliwych

* metoda Monte-Carlo

15



Metoda Romberga

Metoda Romberga — jedna z metod catkowania numerycznego, opierajaca si¢ na metodzie
ekstrapolacji Richardsona, pozwalajaca przybliza¢ wartos¢ calki:

b

J' f(x)dx

a

nieznanej (jawnie) funkcji f. Funkcja ta jest zazwyczaj znana tylko na dyskretnym zbiorze
argumentow (np. jako wynik pomiardw stanu urzadzenia (wartos$¢ funkcji) dla r6znych
stanow (argument funkcji)).

Niech dany bedzie zbior a = X, X;,..., X, = b dzielacych przedziat (a,b) na 2’ roéwnych

czeSci takich, ze znane sg wartosci funkcji: f(x,) = y,

Niech 4, = b;i ? , oznacza dtugos¢ kroku.

16



Metoda Romberga

Metode Romberga mozna opisa¢ rekurencyjnie:

i

Roi Ry =h;-> 7 (Lot @),

R _ . :L”L'R.Irl.—i-.l+1_ﬁ.lr|.—1-.l
s Tt - qm_1

0,1 jest wzorem trapezow, po obliczeniu pierwszego wiersza tzw. tablicy Romberga, kolejne
kolumny obliczane sa rekurencyjnie, otrzymujac coraz lepsze przyblizenie funkcji:

Ra g

Rp1 Hyg

Rpo Ry1 Rag

R Ry Raq RE,DW

17



Kwadratury Gaussa

Kwadraturami Gaussa nazywamy metody catkowania numerycznego polegajace na takim
wyborze wag w,, w,,...,w_ 1wezlow mterpolacji ¢,¢,,...,¢, U [a,b] aby wyrazenie

> w;if(t;)
1=1

najlepiej przyblizato catke

b

I(f) = /w[rjf{rjdr

@

gdzie fjest dowolng funkcja okreslona na odcinku [a,b], a w jest tzw. funkcjq wagowq

18



Kwadratury Gaussa

Funkcja wagowa musi spelnia¢ warunki:

1 w(x) =0
b
2. 0, N.[ x“w(x)dx jest skoficzona,

a

b
3. Jezelip jest wielomianem takim, ze 0 ., p(x)2 0, to jesli J w(x) p(x)dx = 0, mamy

wtedy p= 0.

Okreslmy iloczyn skalarny z waga

b

(£.0)0 = [wlx)f(z)g(x)da.

il

Powiemy, ze dwa wielomiany sg ortogonalne wzgl¢dem tego iloczynu skalarnego jeslh

(f,9)w=0

19



Kwadratury Gaussa

Wszystkie kwadratury Gaussa wywodza si¢ z twierdzenia udowodnionego przez niego:

a) Jezeli t,,t,,...,t, U [a,b]sq pierwiastkami n-tego wielomianu ortogonalnego p,(x) oraz

Wy, W,,...,w, s3 rozwiazaniami ukladu rownan:

( pﬂ{fljuﬂ"‘ - ‘I‘pﬂ{fn:]u‘n — < Po, Po Zw
{ pl {fl:]'ﬁ'_.f_.'l—l— P _l_plllrfn:]u‘n — D
Il"_pil‘i—lllrfl;:Id'?-llflll_l_ s _I_pn—]_ {fn:]uqn — 0

to dla kazdego wielomianu p stopnia nie wigkszego niz 2n-1 zachodzi

b

fw{r;:p{rjdr =S wp(t). ()

a i=l

Ponadto w; > 0.
20



Kwadratury Gaussa

b) Jezeli dla pewnego ciagu wezlow x,, x,,...,x, U [a,b] oraz ciagu wag v,,v,,...,v, dla

dowolnego wielomianu p stopnia nie wigkszego niz 2n-1 zachodzi warunek (*), to x; = t; oraz
v; = w; z doktadnoscia do kolejnosci.

c) Dla dowolnego ciagu wezlow x,, x,,...,x, U [a,b]oraz ciagu wag v,,v,,...,v, nie istnieje
wielomian stopnia 2n, dla ktorego nie zachodzi warunek (*).

21



Kwadratury Gaussa

Kwadratury z przedziatu [ — 1,1] z waga w = 1 nazywamy

kwadraturami Gaussa-Legendre'a

1
I(f) = f f(z)de ~ me
—1
gdzie ¢; to pierwiastki n-tego wielomianu Legendre'a.
(2) = ———
Kwadratury z waga ST 1—x? nazywamy kwadraturami Gaussa-Czebyszewa
L M
1) = [ fo) s > wif k),
i

gdzie ¢; to pierwiastki n-tego wielomianu Czebyszewa.
22



Kwadratury Gaussa

a
—_F=

Kwadratury z waga w(x j = E nazywamy kwadraturami Gaussa-Hermite'a
= T
2
1(f) = [ e f@)de~ Y wif (t),
o i=1

gdzie t; to pierwiastki n-tego wielomianu Hermite'a.

Kwadratury z waga w(x) = e * nazywamy kwadraturami Gaussa-Laguerre'a

g

1()= [ f(z)do ~

0 i=1

t”t'f(tt')!

E

gdzie t; to pierwiastki n-tego wielomianu Laguerre'a.

Kwadratury z waga w(x) = (1 — x)%(1 + x)’ nazywamy kwadraturami Gaussa-Jacobiego
1

I(f) = /{1 — )1+ 2) f(x)dr =~ iwiﬂfij



Kwadratury Gaussa - wybor

trudna sprawa ©

ale mozna catkowac funkcje
osobliwe na brzegu

24



Calkowanie po powierzchni

Calkowanie po powierzchni tréjkata

Dana jest funkcja f(x, y) oraz wspdirzgdne (xy, y,), (X2, 32), (X3, ¥3)
wierzchotkow trojkata Nalezy obliczy¢ catke podwdjng

J=[] e yydxdy

rozciagnigta na obszar trojkata. calkg t¢ mozna przyblizyé suma

25



Calkowanie po powierzchni

J=A Zf(-%.}’;) Wiy
i=1

w ktorej 4 jest polem powierzchni tréjkata, x;, v; — wspotrzednymi punkty
Gaussa, w; — jego waga. Pole 4 oblicza si¢ ze wzoru

A= %—[(Xp_—-\'l) (}’3‘".1’1)—(-\'3_3‘1)(J’z—J’1)] .

Wspdlrzegdnymi punktow Gaussa sa:

26



Calkowanie po powierzchni

Wspdlczynniki do calkowania numerycznego po powierzchni trojkata

n { i ! W; ‘l }1[1 | Ilgg : h,-_-;
1.00000000 = 0.33333333 0.33333333 0.33333333
| R R
1 f 0.33333333 | 0.0 0.5 0.5
2 | 0.33333333 | 0.5 0.0 0.5
3| 0.33333333 0.5 0.5 00
| |
{ | |
1 022500000 | 0.33333333 0.33333333 0.33333333
2 0.13239415 | 0.05971587 0.47014206 0.47014206
3 0.13239415  0.47014206 0.05971587 0.47014206
4 0.13239415 = 0.47014206 0.47014206 0.05971587
5 0.12593918 | 0.79742699 0.10128651 0.10128651
6 0.12593918  0.10128651 0.79742699 0.10128651
7 0.12593918 | 0.10128651 0.10128651 0.79742699

27



Calkowanie po powierzchni

Calkowanie pe powierzchni czworoboku

Funkcja £ (x, ¥) jest okre$lona wewnatrz czworoboku (rys. 8.4a) o wierz-
chotkach (xy, ¥y), (x2,¥2), (X3, ¥3), (Xg V4). Zajmiemy si¢ obliczeniem

Q) A ! b) A
2 /| 7
J_ 7 705
v /% A 4 A, -
| VYV N
- i 7295
77 N
W7/ A
3| 14
S | ]
pr .
Rys. 8.4.

catki podwdjnej (8.7) rozciagnigtej na jego pole. W tym celu dokonamy
przeksztalcenia wspolrzednych x, y w &, n, w ktérych czworobok przeksztat-
ca sie w kwadrat 2 x 2 (rys. 8.4b). Wspotrzgdnym punktu (¢, 1) odpowiadajg

wspolrzedne punktu (x, y) wedlug nastgpujacego wzoru:
28



Catkowanie po powierzchni

x = Z NGEmx, y= ZN(s,n)y., (8.12)

gdzie N,(¢, n) sa to tak zwane funkcje ksztaltu
TI+EO A+ (8.13)

Wzory te pozwalaja obliczy¢ pochodne x., x.,, y.;, ».,, @ nastgpnie utwo-
rzy¢ z nich jakobian przeksztalcenia

ix o X 1
(8.14)
IJ’ ¢$? ql
W nowych wspotrzgdnych calka przedstawia si¢ nastepujgco:
+1 +‘1
J=[[rendxdy= [ [ F@Emdzdn,  (8.15)
-1 =1

gdzie funkcja podcatkowg jest
F&mn) =f(x&m,y&mn)DE&n). (8.16)

Do catki podwdjnej po polu kwadratu mozna zastosowaé dwukrotnie
przyblizona kwadrature Gaussa (8.4). Mamy zatem

2 &
T > Y wws F(hy by s (8.17)

I=1j=1

gdzie wagi w;, w; oraz wspotrzedne h;, h; punktow Gaussa bierze sie z tabl.

29



Calkowanie po objgtosci

Calkowanie po objetosci sze$cianu

Sposob postgpowania opisany w poprzednim punkcie mozna rozszerzyé
na trzy wymiary.
Znalez¢ nalezy calke

J=/[[fx »2)dxdydz (8.18)

b) g’i"
8 ] Z//Y?
4

l /

5 — &
IR ECY .
| &
Y

X 7 2

po objgtosci szeScianu nieregularnego (rys. 8.5a) okreslonego przez wspot-
rzedne (x;, y;, z;) wierzchotkow. Stosujemy przeksztalcenie wspoirzednych
analogiczne do (8.12), przy czym funkcje ksztattu maja teraz postaé

Ni=5(+&E O U+mn (1+4,0). (8.19)

30



Rozniczkowanie funkci

* przewaznie zle uwarunkowane w
odroznieniu od caltkowania

* WZOr rOZniCowy
* interpolacja wielomianowa metoda

wygladzenia funkcji 1 zapewnienie cigglosci
pochodne;

31



Metody catkowania rownan
rozniczkowych

Metody roznicowe

Metoda Eulera

Metody Rungego-Kutty

Metody typu predyktor-korektor

Metoda wstecznego rozniczkowania

32



Metody catkowania rownan
rozniczkowych

* Metody jawne
Yit+At) = F(Y(t))

* Metody niejawne

G(Y(#),Y(t+ At)) =0

33



Metody catkowania rownan
rozniczkowych

* Metody jawne

— oblicza stan w kroku nast¢pnym na podstawie
stanu biezacego — tatwiejsze ale wymagac moze
matego kroku catkowania

* Metody niejawne

— rozwigzuje zagadnienie 1aczace stan obecny ze
stanem przysztym — trudniejsze ale na ogot
pewniejsze; moze by¢ niezbedne dla rownan
sztywnych (stiff)

34



	Slajd 1
	Slajd 2
	Slajd 3
	Slajd 4
	Slajd 5
	Slajd 6
	Slajd 7
	Slajd 8
	Slajd 9
	Slajd 10
	Slajd 11
	Slajd 12
	Slajd 13
	Slajd 14
	Slajd 15
	Slajd 16
	Slajd 17
	Slajd 18
	Slajd 19
	Slajd 20
	Slajd 21
	Slajd 22
	Slajd 23
	Slajd 24
	Slajd 25
	Slajd 26
	Slajd 27
	Slajd 28
	Slajd 29
	Slajd 30
	Slajd 31
	Slajd 32
	Slajd 33
	Slajd 34

