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Metody catkowania rownan
rozniczkowych

Metody roznicowe
Metoda Eulera

Metody Rungego-Kutty
— Praca C.Rungego (1895 r.)
— Praca M.W Kutty (1901 r.)

Metody typu predyktor-korektor
— praca Adamsa 1 Bashfortha (1883 r.)

Metoda wstecznego rozniczkowania



Metody catkowania rownan
rozniczkowych

* Metody jawne
Yit+At) = F(Y(t))

* Metody niejawne

G(Y(#),Y(t+ At)) =0



Metody catkowania rownan
rozniczkowych

* Metody jawne

— oblicza stan w kroku nast¢pnym na podstawie
stanu biezacego — tatwiejsze ale wymagac moze
matego kroku catkowania

* Metody niejawne

— rozwigzuje zagadnienie 1aczace stan obecny ze
stanem przysztym — trudniejsze ale na ogot
pewniejsze; moze by¢ niezbedne dla rownan
sztywnych (stiff)



Metoda Eulera

Metoda Eulera jest najprostsza metoda przyblizona dla zagadnienia poczatkowego:

d

o fa@) , xelxb]
dx

z warunkiem poczatkowym

¥(x0) = ¥,
Aby rozwigzac to rownanie, musimy znalez¢ wartos¢ funkcji y=y(x)
w punkcie: x=x;=xo+A.

y
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Metoda Eulera

Zatozmy, ze y, = y(x,) ikrzywa (A¢A; ) jest rozwiazaniem rownania.

Zauwazmy, ze znajac punkt Ay=(x¢,)0) (warunek poczatkowy) mozemy policzy¢ wartosc
funkcji f w tym punkcie. Jest to pochodna a wigc wspotczynnik kierunkowy stycznej do
rozwigzania rownania w xo. Wyznaczamy zatem te styczng - prosta (AySy).

Wyznaczmy punkt przecigcia tej stycznej z prosta x=x;, oznaczmy go przez A;=(x1,)1)

1 przyymijmy, ze y;=y(x1). Przy takim postgpowaniu popetnimy btad w wyznaczaniu wartosci
y(x1), na rysunku jest on zaznaczony jako btad metody. Mozemy rowniez przypuszczac, ze
btad ten bedzie malat wraz z 4. [
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Metoda Eulera

Zapiszmy sposob liczenia y; w postaci wzoru. Z trojkata (AgAP) mamy

yl;% = £ (Xg» 7o)

a stad : Yy =+Y, +hf(x()9y0)

Chcac wyznaczy¢ wartos¢ funkcji y w punkcie x, = x, + & = x, + 2/ postgpujemy
analogicznie wykorzystujac obliczone uprzednio wartosci.

Via =Y, thf (x,y) , i=012,..

gdzie yi. jest wartoscia funkcji bedacej rozwiazaniem réwnania rozniczkowego
w punkcie xi; czyll y,,, = y(x_,,), X, =x,+((+D)h dla i=0,1,2,...




Metoda Eulera

Metode Eulera mozemy skonstruowac rowniez w inny sposdb. A mianowicie zastapmy
funkcje y=y(x) w punkcie x= xo+4 jej rozwini¢ciem w szereg Taylora (zaktadamy

odpowiednia regularnosc y).
2

[ h /4
y(x,+h)=y(x,))+hy (xo)+2,y (x5) + ...

Jesli w rozwinigciu Taylora wykorzystamy tylko dwa pierwsze cztony, to otrzymujemy:
y(xy+ 1) = y(x,)+hy'(xy) = y(x,) + hf (x4, )

Otrzymalismy zatem wzoOr analogiczny jak w poprzednim rozumowaniu

s, '/ 1s:;




Algorytm
metody
Eulera




Metoda Runge-Kutty

Mamy zagadnienie poczatkowe:
EZ = f(x,y(x)) , xel[x,,b] z warunkiem poczatkowym y(x,) = y,

Podobnie jak w metodzie Eulera chcemy znalez¢ wartos¢ funkcji y=y(x)
w punkcie: x=x;=x(+A.




Metoda Runge-Kutty

Zaldézmy, ze rozwiazanie zadania jest parabolg 1 skorzystajmy z nast¢pujacej wlasnosci
paraboli:

- wspotczynnik kierunkowy siecznej (AgA) jest srednig arytmetyczna wspotczynnika
kierunkowego stycznej (ApSy) 1 stycznej (A1S)).

Wspoétczynnik kierunkowy stycznej (A¢So) umiemy wyznaczyc¢: jest to f(xo,y0). Wyznaczmy
przyblizona wartos¢ funkcji y, w punkcie x=x; tak, jak to robiliSmy w metodzie Eulera, czyli

J’1E = Yo +1f (xXy,¥,)
Teraz mozemy wyznaczy¢ przyblizong warto$¢ wspotczynnika kierunkowego stycznej
(A;S;), wynosi on

S (x +haJ’1E) = f(xo+h,y,+hf (x,¥,))




Metoda Runge-Kutty

Nastgpnie wyznaczmy wspotczynnik kierunkowej siecznej (ApA), jest on rowny
2L (g yo) + f (Xg + 1y yo + Bf (X0, 1))

Jest to przyblizona wartos¢ tego wspotczynnika ze wzgledu na sposob liczenia y". Zamiast
sieczne] (AgA1) mamy sieczng (ApA). Z trojkata AgPA| policzymy:

yl;ly():;[f(XmYO)"'f(xo +h, Yo+ hf (X, )]

Vi =DXo +;h[f(x09yo)+f(xo +h, Yo +hf (x4, 1,))]

Uporzadkujemy dotychczasowe rozwigzania wprowadzajac oznaczenia:
ky = hf (xy,¥,)
ky=hf(xy+h,y,+k)=hf(x,y,+k))]

|
Y1=Vo +2(k1 +k,)

Wzory te sa wzorami Runge-Kutty II rzedu. Mozna wykazac, ze catkowity btad metody jest
rzedu O(h?).
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Metoda Runge-Kutty

Sprobujmy dojs¢ do tych samych wzorow inna droga 1 wyprowadzi¢ wzory Runge-Kutty
wyzszych rzedow. Zapiszmy uogolnienie algebraiczne:

ky = hf (x4, 1),

k, =hf(x,+ah,y,+ak)),

ky = hf (x, +bh, y, + Pk, + ¥k,),

k, =hf (x,+ch,y, + ok, + ¢k, + Ek,),

V=Y, Wk +wk, +wik, +w,k, + ...

Bedziemy szukac statych a,b,c,..., a,3,%... oraz  wj;ws,ws,... takich, by wartos¢ funkcji y(x)
dla x=x,, czyli y; byla mozliwie bliska wartosci doktadnej. Uzyskamy to rozwijajac w szereg
Taylora funkcj¢ przyblizona i Scista, zadajac zgodnosci (do wyrazu odpowiedniego rzedu)
tych rozwinigcC.
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Metoda Runge-Kutty

Rzad State Wartosci Nazwa Btad Btad
metody  |(wzor 3) wspotczynnikow metody lokalny [calkowity
P W k [ E
1 wi=1 ki =hf(x;,yi) Eulera O(h")  |O(h)
p) wi=w=1/2  [|k;=hf(xi,yi) Heuna Oh)) |00
kzzhf(Xi+h,yi+k1 )
3 wi=w3=1/6  |k;=hf(x;,y;) pokrewna ) O(h”)
W2:2/ 3 kzzhf(Xi+h/ 2 ,yi‘|‘k1 / 2) metodzie
k;=hf(x;+th,y;-k;+2k;) [Simsona
4 wi=ws=1/6  |k,=hf(x;,y;) klasyczna  |O(h’) O(h™)
wWor=w3=1/3 k,=hf(x;+h/2,y;+k;/2) metoda
k;=hf(x;th/2,yi+k,/2) |Runge-Kutty
k,=hf(x;+h,y;tks)
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Metody typu predyktor-korektor

* cechy:
— metoda nie startuje samodzielnie, bo wymaga
informacj1 wstecznej

— dwa kroki:

* wstepne oszacowanie rozwigzania — predyktor

* poprawienie wyniku (iteracyjne) - korektor

18



Slope = f(x,,,, ¥,

v Slope =

(a)

Flx, v) + flx. ., _‘!‘E'.l}
2

(b)

Metody typu
predyktor-
korektor

19



Metody typu predyktor-korektor

Uktad rownan predyktor, korektor:

yio+1 =y, + f(x,y)h

< 0
J/m :yi 4+ f(xi?yi)+;(xi+19yi+1)h

Btedy obu rownan sg jednak r6znych rzedoéw. Pierwsze - predyktor posiada biad
rzedu O(h%), natomiast drugie - korektor rzedu O(h”).

Aby uzyskaé¢ w obu przypadkach blad rzedu O(h’) i uwzgledniajac poprzednie
rozwiazanie, rOwnanie predyktora zapisujemy w nastepujacej postaci:

yl'(l-l = Vi +f(xi9yi)2h

20



Metody typu predyktor-korektor

Metoda Heuna wielokrokowa - metoda samo-nie startujaca

predyktor:
yzp+1 — yzﬁzl + f(xiﬂy;n)zh

korektor

M)+ o/
Yoy =y 4 ey 2f(xl“’y’“)h

Rozwiazanie metody otrzymujemy na drodze iteracji, ktora nastgpuje od j=1,...,m
Btad wzgledny metody wynosi :

j-1
. yi+1 yi+1

J
yi+1

-100%

21



Metody typu predyktor-korektor

metoda typu predyktor-korektor Adamsa-Bashfortha z predykcja rozwiazania postaci:

y.. =y, +hx (55 —=59f_, +37f_, —9f._,)/ 24

skojarzona z metoda Adamsa-Moultona do korekcji rozwiazan:
Yier =Y Thx(Of,, +19f =5t _, +1,_,)/24
do korekcj1 predyktora uzyto wyrazenia:

E_ =251(y;(cor) —y;(pred))/ 270

natomiast do poprawienia doktadnosci korektora:

E, =-19(y;,,(cor) -y, ,(pred))/ 270

22



Metody typu predyktor-korektor

metoda wielokrokowa - metoda Milne a-Hamminga z predyktorem w postaci:

Vi1 =Yios +4hx 2 -1, +2f_,)/3

modyfikowanym przez czlon postaci:

E =112(y;(cor) —y;(pred))/ 121

1 korektorem:

Viei = OOy, — ¥, +3hx (£, +2£5f_))/8

zmodyfikowanym przez:

Ep — —9(yi+1(COI') o Yi+1(pred))/ 121

23



Wyniki testow

Metody stato krokowe poddano testowi polegajacemu na rozwigzaniu rOwnania:

dy :
— =100(sint — y(t
ot (sint—y(t))

ktorego rozwigzanie doktadne ma postac:

y(t) = (sin t—0.01cos t+ 0.01e'*")/ 1.0001

24



Wyniki testow — metoda Ralstona(3)

0.30 —

0.20 —

0.10 —

0.00

—@— H=0.026
—&— H=0.025
- - - rozwigzanie doktadne

0.00

25
0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30



1.00 —

0.50 —

0.00 —~

-0.50 —

-1.00 —

-1.50

Wyniki testow — metoda Gragga

B

H=0.0356

rozwiazanie doktad

3

A

0.00

1.00

2.00

3.00

4.00
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Wyniki testow — cd.

Procedury wielokrokowe poddano rowniez testowi na rOwnaniu typu ,,stiff” postaci:

dy df
= A (y(t)—f(t))+—
i (y(t) — £(t)) it
gdzie:
3
M= e

df f(t) ) f(t)
dt

ktorego rozwiazanie doktadne ma postac:

y(t)=e M +1£(t)

27



1.00

0.50

0.00

-0.50

-1.00

-1.50

Wyniki testow — cd.

——— STIFB
— KUME
—— BSSTEP

rozwiazanie doktadne

0.00 2.00 4.00 6.00 8.00

10.00



Wartosci wlasne

Definicja
Wektor X jest wektorem wltasnym macierzy A jesli istnieje

taka liczba A, Ze AX = AX. A to wartos¢ wlasna macierzy A.

Twierdzenie

Liczba A jest wartosciq wlasng macierzy A wtedy i tylko
wtedy, gdy jest pierwiastkiem wielomianu
charakterystycznego det(A — Al) macierzy A.

29



Wartosci wlasne

Twierdzenie

Liczba A jest wartosciq wiasng macierzy A wtedy i tylko
wtedy, gdy jest pierwiastkiem wielomianu
charakterystycznego det(A — Al) macierzy A.

Definicja

Macierze A i B sq podobne jesli istnieje nieosobliwa
macierz podobiefistwa P, tj. taka, ze P' AP = B.

Twierdzenie

Macierze podobne majq takie same wartosci wiasne.

30



Wartosci wlasne

Twierdzenie

Wartosci i wektory wlasne macierzy symetrycznej sq
rzeczywiste.

Twierdzenie

Wartosci wlasne macierzy A + cl to wartosci wlasne
macierzy A przesuniete o C.

31



Wartosci wlasne

Macierz trojdiagonalnie symetryczna

Jest to macierz postaci:

b oa, 00 0
d, By o 0
Lo

Lob a,

o o 0 a &

Taka macierz posiada pojedyncze wartosci wlasne i wektory
wilasne, a mozna je ze wzgledu na postac¢ macierzy obliczyc
wykonujqc stosunkowo niewielkq liczbe dziatan.

32



Wartosci wlasne

Twierdzenie

Kazdq macierz A, x,, m=n posiadajqcq kK < n liniowo niezaleznych
kolumn mozna przedstawic¢ w postaci iloczynu

A =QR;

gdzie Q,, x jest macierzq ortogonalnq a Ry  , jest macierzq
trapezoidalnq gorng.

33



Wartosci wlasne

Definicja:

Macierz R nazywamy trapezoidalng gornq, jezeli wszystkie elementy
tej macierzy znajdujqce sie pod diagonalq sq rowne zeru,

rij =0 dla 1>]:
Definicja:
Macierz B nazywamy ortogonalng jesli

B'B=1

34



Wartosci wlasne

Metoda potegowa
Wartosci wlasne 7 rownania charakterystycznego

Metoda OR

Dla zadania wlasnego z macierzq niesymetrycznq najczesciej
stosuje sie metode OR.

Jakkolwiek ostateczna wersja metody QR dziata dla macierzy
niesymetrycznych, wygodnie bedzie nam zatozy¢ dla przejrzystosci
ekspozycji, ze macierz jest symetryczna i w konsekwencji ma
rzeczywiste widmo.

35



Wartosci wlasne

W najprostszym wariancie (bez przesuniec), algorytm QR ma postac:

A1 :A,
For k=1,2,...

{

wykonaj rozklad: Ai= Qq Ry

Rk Qk = A+

/

Poniewaz
A1 =R Q= Q" Ay Q

wiec kazdy krok w algorytmie QR jest przeksztatceniem przez podobienstwo
36



Wartosci wlasne

Algorytm - Metoda QR 7 przesunigciami:

Al :A,
Fork=1,2, ...
{

wybierz sprytnie przesuni€cie sg;
wykonaj rozktad Ay —si I= Qg Ry;

Ak = R Qx +s¢ [

/

37



Rownania lintowe

* Metoda eliminacji Gaussa

— niemal tak jak rozwigzujemy ,,r¢cznie’:
metoda ta jak sama nazwa wskazuje polega na
eliminowaniu poszczegolnych zmiennych oraz rOwnan.
Proces eliminacji prowadzony jest w znany sposob
przez wyznaczanie "wartosci” jednej zmiennej z
Jednego rownania 1 wstawianie jej do pozostatych
rOwnan. Nastepnie prowadzony jest proces odwrotny,
w ktorym wyznaczane sa dopiero wartosci
poszczegolnych niewiadomych uktadu rownan.
Metoda w swojej normalnej postaci jest skuteczna
prawie zawsze gdy elementy macierzy
wspotczynnikow na jej gtownej przekatnej nie s rowne
zeru. W przec1wnym przypadku stosowane sg je;
modyfikacje z czesciowym 1 pelnym wyborem
elementu macierzy.

38



Rownania lintowe — metoda LU

W metodzie LU macierz wspotczynnikow zapisywana jest jako iloczyn dwoch macierzy
trojkatnych: dolnej (ang. lower - Li) i gornej (ang. upper - U), tj. z elementami zerowymi -
odpowiednio - powyzej 1 ponizej przekatnej macierzy.

] A=L-U_ ]
lp 0 --- 0 Uy Uiz - Un
[ [ SR | 0 wu Uoy
I, — 2.1 2.2 | U= | 22 2
IEI1-*1.1 E'H-E Eﬂﬂ- 0 0 Unn

Uktad ro6wnan przyjmuje wowczas postac

L-Ux=y

39



Rownania lintowe — metoda LU

a jego rozwiazanie sprowadza si¢ do rozwiazania dwoch uktadow réwnan z macierzami
trojkatnymi, ktore z kolei rozwiazuje si¢ bardzo prosto.

L-z=y
U.x==z

-1 . s . )
Ostatecznie liczba mnozen potrzebnych do wyznaczenia wektora x wynosi n”,
.2
dodawan n” — n.

Wyznacznik macierzy A tej postaci mozna obliczyé¢ korzystajac z twierdzenia Cauchy'ego:

det(L - U) = det(L) - det(U)

oraz z faktu, ze wyznacznik macierzy trojkatnej jest iloczynem elementow na przekatne;.

40



Rownania lintowe — metoda LU

Otrzymujemy wowczas:

Ponadto przewaznie przy rozkladzie LU na przekatnej jednej z macierzy znajduja si¢
jedynki — wtedy wyznacznik macierzy A jest rowny wyznacznikowi albo macierzy L albo
U, ktorego obliczenie wymaga wykonania n — 1 mnozen (zamiast 2n — 1).

Zalety metody:

e bardzo oszczedna gospodarka pamigcia - cato$¢ obliczen jest wykonywana w tych
samych tablicach 1 wektorach, w ktorych zostaly sformutowane wyjsciowe
rownania;

e wymaga najmniejszej liczby operacji w porOwnaniu z innymi metodami
doktadnymi (nie biorac pod uwage procedur specjalnych).

41
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