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% OMNIS Poszukiwanie minimum lub maksimum

SC

* Funkcja celu (objective function) jest matematycznym zapisem
kryterium optymalizacyjnego. Poszukujemy zwykle minimum tej funkgji.
Zmienne funkgcji celu sg zmiennymi decyzyjnymi (projektowymi).

 Aby konstrukcja byta akceptowalna musi spetniac pewien zbior wymagan
(ograniczen) zwany wiezami (constraints).

Oznacza to wtedy, ze poszukujemy ograniczonego minimum lub
maksimum funkgji celu;

* Przyktad: konstruujemy komore spalania silnika ttokowego.

Funkcjg celu jest sprawnosc spalania. Silnik powinien dostarcza¢ moc na
wale przy ograniczonej emisji spalin. Wymaganie mocy minimalnej |
maksymalnej emisji definiujg wiezy konstrukcji;
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% OMNIS Za i przeciw optymalizacji numerycznej

C

Mozliwe podejscie: przetestowac eksperymentalnie wiele
zbudowanych silnikow (ad. przyktadu z poprzedniego slajdu).
Jest kosztowny sposob bez gwarancji znalezienia rzeczywistego
optimum. Inne podejscie polega na opisie matematycznym
procesu konstruowania i zastosowaniu rachunku rézniczkowego
do znalezienia optimum. | choc to podejscie wydaje sie bardzo
atrakcyjne, to niestety rzadko kiedy udaje sie otrzymac petny
opis matematyczny zjawiska i nastepnie dokonac odpowiednich
rozniczkowan:;
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wariantéow konstrukcyjnych

Komputerowe przeszukiwanie
& OMNIS P P

SC

« Komputerowe przeszukiwanie moze byc atrakcyjne, jesli
czas pracy komputera nie jest zbyt dtugi;

* Przyktad — problem konstrukcyjny opisany za pomoca 3
zmiennych, kazda zmienna przyjmuje 10 réznych wartosci.
Niech jeden przypadek obliczeniowy zajmie 1/10 sekundy
centralnego procesora (CPU). 103 kombinacji obliczeniowych
zajmie 100 sekund CPU. Jezeli natomiast problem zalezy
od 12 zmiennych, to czas obliczen zajmie 1011 sekund CPU,
czyli okoto 3200 lat pracy komputera;
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% OMNIS Programowanie matematyczne

SC

* Metody optymalizacji numerycznej sg nazywane technikami
programowania matematycznego. Obejmujg programowanie
liniowe, kwadratowe, dynamiczne oraz geometryczne;

* Historia programowania liniowego jest wzglednie nowa, ma okoto 70
lat. Autorzy wielu algorytmdéw mogg zademonstrowac przyktady
efektywnosci, dobrej zbieznosci swoich algorytmow na specjalnie
dobranych przyktadach. Wielu uzytkownikéw dopiero po
zainwestowaniu czasu i wielu prébach dochodzi do wniosku, ze dany
algorytm jest nieuzyteczny. Istnieje wiec potrzeba sformutowania
uogolnionej koncepcji optymalizacji i dostosowania jej do praktycznych
zadan inzynierskich;
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% OMNIS  uzycie komputera - architektura von Neumanna

Otwartosc. Modernizacja. Nowoczesnosc. Integracja. Spotecznosc.

Architektura von Neumanna:

pierwszy rodzaj architektury komputera,
opracowanej przez

Johna von Neumanna,

Johna W. Mauchly’ego

oraz Johna Presper Eckerta

w 1945 roku. Cecha charakterystyczng tej
architektury jest to, ze dane
przechowywane sg wspolnie z
Instrukcjami, co sprawia, ze sg kodowane
w ten sam sposob.

W architekturze tej komputer sktada sie z
czterech gtownych komponentow

Memory

|

|

|

|

Control
Unit

Arithmetic
Logic

Unit

Accumulator

N

Input

Output

iy Politechnika Warszawska



Otwartosc. Modernizacja. Nowoczesnosc. Integracja. Spotecznosc.

% OMNIS  uzycie komputera - John von Neumann

Computers are like humans - they do
everything except think.

(]G/l/l voen M(’U mainin
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minimalizacja funkcji przy braku wiezow (1/2)

% OMNIS Koncepcje optymalizaciji

Zatozmy, ze poszukujemy minimum funkcji dwdch zmiennych:
F(X)=10 X' =20 X2 X, +10 X2+ X2 =2 X, +5

gdzie

F(X) — funkcja celu (brak natozonych ograniczen);

X —wektor zmiennych decyzyjnych.

Warunkiem istnienia minimum jest zerowanie sie pochodnych czastkowych:

OFQ) _gox2-a0x, X, +2X, 20
1
OFX) 90 %2120, =0
o X,
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% OMNI|S Koncepcje optymalizacji

minimalizacja funkcji przy braku wiezéw (2/2)
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minimalizacja funkcji w obecnosci wiezéw (1/5)

% OMNIS Koncepcje optymalizaciji
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% OMNIS Koncepcje optymalizaciji

minimalizacja funkcji w obecnosci wiezéw (2/5)

2 A ’ A

O [ —_—
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) >\D Zatozenie: ignorujemy obcigzenia boczne,
8 niesymetrie geometryczng i materiatowag kolumny
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Otwartosc. Modernizacja. Nowoczesnosc. Integracja. Spotecznos

minimalizacja funkcji w obecnosci wiezéw (3/5)

% OMNIS Koncepcje optymalizaciji

Aby unikng¢ wyboczenia naprezenia G- nie moga przekraczac naprezen
dopuszczalnycho

Ponadto naprezenia nie moga przekraczac naprezen, przy ktorych
wystapi wyboczenie Eulerowskie lub lokalne wyboczenie powtoki.

47%El 72 E(D?+t?)

Naprezenia krytyczne Eulerowskie: o, = — = >
AH 2H

Naprezenia krytyczne powodujace O = 2Et

wyboczenie powtoki: i D \/3 (]__VZ)

Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinan§owane przez :' " ".‘
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Otwartosc. Modernizacja. Nowoczesnosc. Integracja. Spotecznos

& OMNI

Warunki ze wzgledu na naprezenia:
Warunki geometryczne:

Funkcja celu:

Wiezy konstrukcyjne:

S Koncepcje optymalizaciji
minimalizacja funkcji w obecnosci wiezéw (4/5)

O<0 050, , O=0,

D>t : D>10"° : t>10"°

W(D,t)= pz Dth
9; (D,t)zg—lgO » Oy (D,t)=t-D<0
O

g,(D,t)==--1<0: D>10"°

Oy,

g,(D,t)=—-1<0; t>10"°
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% OMNIS Koncepcje optymalizaciji

minimalizacja funkcji w obecnosci wiezéw (5/5)
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sformutowanie ogolne

% OMNIS Minimalizacja funkcji w obecnosci wiezow

C

Minimalizacja funkgji celu F(X) w obecnosci wiezow:

‘§ of (X)<0; J=1m Wiezy jednostronne
& h (X)=0; k=11 Wiezy dwustronne

£ X! <X <X'; i=1n Wiezy obszarowe

3 gdzie:

! .

9 1

g

It} X,

& X, _ :
5 X=9 77 zmienne konstrukcyjne
_é :

:

O

x. Maksymalizacja funkgji celu moze dotyczyc -F(X)

‘ iy Politechnika Warszawska




% OMNIS Iteracyjna procedura optymalizacji (1/4)

Otwartosc. Modernizacja. Nowoczesnosc. Integracja. Spotecznosc.

Wiekszos¢ procedur optymalizacyjnych wymaga punktu startowego X°,
poszukiwanie punktu optymalnego odbywa sie iteracyjnie wedtug rownania:

X4=X414 g S

gdzie: g — numer iteracji; S — wektor poszukiwan; a* - odlegtosc w kierunku
wektora S ktorg zamierzamy przebyc¢ w g-tej iteracji

wektor S moze miec postac:

ST=—VF(X")

Fundusze Europejskie Rzeczpospolita
dla Rozwoju Spotecznego - Polska

iy Politechnika Warszawska



% OMNIS Iteracyjna procedura optymalizacji (2/4)

Wiezy jednostronne g(X)=0

X,

2.0

ST=—VF(X")

Niech X0 = {2, 1} Lo|-
Niech S1 = {-1, -0.5}

czyli zmierzamy do poczatku \ &
uktadu wspotrzednych :

Otwartosc. Modernizacja. Nowoczesnosc. Integracja. Spotecznosc.
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% OMNIS Iteracyjna procedura optymalizacji (3/4)

g; (X)<0;
h (X)=0;
X! <X <X

F(a)=100 g(a)= —-1.0

}+Lq

gla)= —0.2

}+L#
| +tL25{

F(a) = 8.4

Fla)=76  g(a)=102

x*:{

g(a*)= 0.0

a* =1.25

F(a*)= 8.0

Otwartosc. Modernizacja. Nowoczesnosc. Integracja. Spotecznosc

Fundusze Europejskie
dla Rozwoju Spotecznego

j=1lm e@Wiezy jednostronne
k=11 Wiegzy dwustronne

i=Ln Wiezy obszarowe

X

Rzeczpospolita Dofinansowane prze:;
ols|
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% OMNIS Iteracyjna procedura optymalizacji (4/4)

Otwartosc. Modernizacja. Nowoczesnosc. Integracja. Spotecznosc.

Szczegdty jednego kroku iteracyjnego:

2
Niech X= ) , F(a)=10; g (ax)=-1

zakladamya =1 1 obliczamy nowe X

2 -1 1
X=< ++1 =
1 -0.5] (0.5

* Przeszukiwanie wielowymiarowe redukujemy
do jednowymiarowego!

» Konczymy procedurg, gdy nie obserwujemy dalszego
zmniejszania funkcji celu.

W analizowanym przyktadzie Min F(X*)=7.6

* Dojscie do punktu X* wymaga zmiany kierunku poszukiwan S

X4=X""+a" S

X,
2.0
7/ ' \
% |
| \\
1.5 | \
\
\\g(X) =-1.0\JF(X)=10
1.0+
0.5
\
0
Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez
dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unig Europejska

Politechnika Warszawska



% OMNIS Istnienie i jednoznacznosc rozwigzania optymalnego
Warunki konieczne dla funkcji jednej zmiennej

C

W punkcie, gdzie funkcja wielu zmiennych osigga minimum gradient F(X) znika, czyli

Tu 2 pochodna
gdzie (OF (X)/0 X, ] jest ujemna

oF (X)/oX
VF(X)=s (%) 2L

Tu 2 pochodna
jest dodatnia

OF (X)/0X, ]

przy czym jest to warunek konieczny,

ale nie dostateczny. Warunkiem dostatecznym
Istnienia minimum dla funkcji jednej zmiennej | ]
jest, aby druga pochodna byta dodatnia g

Otwartosc. Modernizacja. Nowoczesnosc. Integracja. Spotecznos

ONpb————————
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& OMNIS

SC

Otwartosc. Modernizacja. Nowoczesnosc. Integracja. Spoteczno

0°F (X)

OX,0OX .
0°F (X)

O’F(X)  8°F(X)
oX{  OX,0X,
0°F(X) 0°F(X)
OX,0X,  0X;
5°F(X) 6°F(X)
| OX, X, OX,0X,

X ,0X

82F:(X)

Warunkiem dostatecznym istnienia minimum jest aby Hnessian
byt zdefiniowany dodatnio, czyli X' HX>0 dla X€ R

Istnienie i jednoznacznos¢ rozwigzania optymalnego
Warunki konieczne dla funkcji wielu zmiennych

j Politechnika Warszawska



% OMN|S Iteracyjna procedura optymalizacji

w obecnosci wiezéw

Zatozenia: /
« W punkcie optymalnym co najmniej jeden z
wiezow jest aktywny. Wtedy nie ma g
koniecznosci, aby gradient funkgcji celu znikat w
punkcie optymalnym. W przyktadzie z kolumna F(X)=
ciezar kolumny bedzie zmniejszony albo po
zmniejszeniu srednicy albo grubosci scianki
kolumny. Jednakze dalsze zmniejszanie ciezaru
naruszatoby wiezy geometryczne jednostronne.

g(X) =0

VF(X)

N\

Obszar dopuszczalny

\\

Obszar dopuszczalny

uzyteczny \
Wfk

dopuszczalnym — uzytecznym
(usable feasible secton. E =-V F (X) Vg (X)
ZIgzwofSpp{Jk nego -Plkp ospolita UeE njka s

ey o \\\"

. , . , . ve(X)
« Zbior wszystkich uzytecznych kierunkow

(usable directions) definiuje obszar uzyteczny Obszar
(usable secton. uZyteczuy
Obszar dopuszczalny (Feasible sector) jest

zdefiniowany przez zbidr gradientow Vg(X).

Czesc wspolna obszaréw uzytecznego i

dopuszczalnego bedzie nazywana obszarem

d'
/ .s\“:'i{% >

Otwartosc. Modernizacja. Nowoczesnosc. Integracja. Spotecznosc.

iy Politechnika Warszawska



w obecnosci wiezow — ogdlne sformutowanie (1/3)

% OMN|S Iteracyjna procedura optymalizacji

C

/
Kierunek dopuszczalny: VF (X)eS<0 2(X)=0
Cerunek Usvtecam Vg; (X)eS=<0 F(X)=
SEEEEEEY dlawszystkich j dlaktérych g, (X)=0

VF(X)

N\

Obszar dopuszczalny

ey ‘\\\"

Ve(X)

o N\
Kierunek dopuszczalny uzyteczny: ho ‘|> \
L 8

[VF (X)+Vg, (X)]#S<0 navicezny Ty,

S uzyteczny \
-\ VF(X]\

Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinan§owane przez :" " ".‘
dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska  [IEESIE:
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Otwartosc. Modernizacja. Nowoczesnosc. Integracja. Spotecznosc.

& OMNIS

W punkcie B gradienty VF(X) i -
Dlatego jedyny mozliwy kierunek wektora S bedzie

g(X) sg przeciwne.

styczny do linii wiezéw i funkcji celu, tzn. bedzie
prostopadty do obu gradientow. Matematycznie
warunek ten zapiszemy nastepujgco:

m |
VE(X)+> 4, V9, (X)+ > A Vh (X)=0
j=1 k=1

2,20
A

m+k

bez ograniczen co do znaku

przy czym m jest liczbg wiezow jednostronnych i |
jest liczbg wiezow dwustronnych. Przy braku wiezéw
(I=m=0) powyzszy warunek redukuje sie do
warunku dla optimum bez wiezow

Europejski

Fundusze Europejskie
dla Rozwoju Spotecznego

Xy

Iteracyjna procedura optymalizaciji
w obecnosci wiezow — ogdlne sformutowanie (2/3)

2(X)=0

F(X) =constant

vl-m

SR

Obc;zar dopuszczalny

o\

Obszar dopuszczalny uzyteczny

Ve(X)

L

l
L™y
> \‘F

Obszar
uzyteczny

s s =
w

A

Optimum

Vg(X)

X,

Rzeczpospolita Dofinansowane przez Pl
a

Unie Europejska ;“.‘- Politechnika Warszawska




w obecnosci wiezdw — ogodlne sformutowanie (3/3)

% OMN|S Iteracyjna procedura optymalizacji

C

Znalezione na poprzednim slajdzie warunek

F(X)=constant

SN

- optimum jest konieczny, ale nie dostateczny.
Punkty A,B,C spetniajg wszystkie warunek
konieczny, ale optimum globalne jest tylko

w punkcie C

Otwartosc. Modernizacja. Nowoczesnosc. Integracja. Spotecznos

X/ -2,

Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane prze:
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w obecnosci wiezdéw — warunki Kuhna-Tuckera

1. X* jest punktem dopuszczalnym X,
(czyli optimum spetnia rownania wiezow):

% OMN|S Iteracyjna procedura optymalizacji

C

4 VF(x*)

2. 2A,9,(X)=0; j=1,m; 2,20
j=1

(czyli jezeli wiezy nie sg spetnione doktadnie, 3
to mnozniki Lagrange'a musza by¢ zerowe)

m I
3. VF(X)+ZZJ- Vg, (X)+ Zlmk Vh, (X)=0 2 - F(X)=10

- - 2:(X)=0
4,20 ’ )
... bezograniczen codo znaku . . | -rllﬁf

( % 7 £2/(X)=0
| | ! | - X,
0 | 2 3 4

Otwartosc. Modernizacja. Nowoczesnosc. Integracja. Spotecznos
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potencjalnej wahadfa matematycznego

Obliczamy energie potencjalna:

% OMN|S Przyktad — poszukujemy minimum energii

C

PE=(1-lcosd) gm=(1—cos&)l gm

T
x %
cos @ = 1—(|—) —
\
\
\
A
™
N
Y
\

o(-cos 9)=sin ;

0 (_COSQ):COSH

0’ 250 cm \
Minimum energii odpowiada 6=x=0

B
Druga pochodna energii potencjalnej dla 6=x=0 wynosi cos 0 D
| jest dodatnia. Oznacza to, ze warunek na minimum jest

warunkiem dostatecznym.

A
F o @ X

Minimum energii potencjalnej dla 6=0

(jest spetniony warunek konieczny (sin 6 =0)

oraz dostateczny (cos 6 >0))

Otwartosc. Modernizacja. Nowoczesnosc. Integracja. Spotecznos
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% OMNI|S Optymalizacja w inzynierii lotniczej i kosmiczne;]

Dziekuje za uwage

Otwartosc. Modernizacja. Nowoczesnosc. Integracja. Spotecznosc.
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